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Abstract. En este trabajo se propone un modelo de Autémata Celular (AC)
2-dimensional y el proceso de obtencion de la regla de evolucién, el modelo
obtenido se compara contra la solucién analitica de una ecuacion diferencial par-
cial hiperbdlica de dos dimensiones, lineal y homogénea, la cual modela una
membrana vibrante con condiciones iniciales y de frontera especificas, se analiza
el espectro de frecuencia asi como el error entre los datos arrojados por el mod-
elo de AC contra los datos proporcionados por la evaluacién de la solucién a la
ecuacion diferencial.

Keywords: Autématas celulares, ecuacidnes diferenciales parciales, computo paralelo,
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1 Introduccion

Un autémata celular (AC), es un sistema dindmico discreto, que consiste en un arreglo
de células (nodos) en alguna dimensién d [3]. Wolfram [9] los define como idealiza-
ciones matematicas de sistemas fisicos, cuyo espacio y tiempo son discretos, en donde
las cantidades fisicas se pueden circunscribir a un conjunto finito de valores.

La definicién de los AC lleva implicitamente asociado otros conceptos, como es-
pacio y localidad de influencia. Se asume que el sistema representado estd distribuido
en el espacio y que regiones cercanas tienen mayor influencia entre si, que otras que se
encuentren apartadas dentro del sistema [1].
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1.1 Definicion Formal de Automata Celular

Definicion 1 Una “lattice” o “reticula” es un arreglo uniforme, generalmente infinito
[9], formado por objetos idénticos llamados “células” [7]. Este arreglo puede ser n-
dimensional, pero para efectos de simulacion de sistemas naturales se implementa de
1, 2 0 3 dimensiones, de tamario finito.

Definicion 2 Un AC es una 4-tupla AC = (L,S,V,®) donde:

L: Es una reticula regular y L = {c € C%} para una lattice d-dimensional.

St Es el conjunto finito de todos los posibles estados de las células, ¢ € L.

V: Es el conjunto finito de células que definen la vecindad para una célula.

®: S — S, es una funcion de transicion aplicada simultaneamente a las células que
conforman el lattice.

La actualizacién en el estado de las células requiere que se conozca el estado de las
células vecinas [2].

Definicion 3 Una vecindad para una célulac € LesV(c) = {ki,ka,--- ko | kj €L, j=
0,1,...,n}; es decir, una vecindad es un conjunto de células para las cuales la célula c
es el punto de referencia para el drea de influencia.

2 Modelo clasico de Membrana Vibrante

La obtencién de la ecuacion de movimiento para una membrana [6] se basa en las su-
posiciones de que es delgada y uniforme con rigidez despreciable, que es perfectamente
eldstica, sin amortiguamiento y que vibra con desplazamientos de amplitud pequefios.
La ecuacién que regula las vibraciones transversales de una membrana esta dada por

[4]:
P Py _ 12 N
ox2  9y?) 2 or?

donde u(x,y,t) es la deflexién de la membrana, y = %, siendo p la densidad de
masa de la membrana [8] y T la tensién de le membrana por unidad de longitud. La
ecuacion (1) se denomina ecuacion de onda en dos dimensiones.

Se considera una membrana cuadrada (Fig: 1), definimos las condiciones de frontera
como sigue:

u(x,y,t) =0parax=0,x=b,y=0,y=b V1t (2)

Las condiciones iniciales se definen como:

u(x,yt) = f(x.y) 3)

du(x,yt)|
a1 o™ g(x,y) 4
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>

Fig. 1. Membrana rectangular de longitud b x b.

donde f(x,y) y g(x,y) son el desplazamiento y la velocidad inicial de la membrana
respectivamente.
Si definimos las condiciones iniciales como:

u(x,y,t) = xy(x—b)(y — b) Q)
du(x,y,t)

ot =0 ©)

t=0

Fig. 2. Condiciones iniciales y de frontera del sistema de membrana.

Entonces la membrana inicia del reposo con una distribucién espacial que puede
verse en la grafica de la figura 2.

La solucién a la ecuacién diferencial (1) con las condiciones iniciales y de frontera
descritas anteriormente es:

(nn'y

=) o

T
Unn(X,,1) = [Gupcos (ckmnt) + Hy psen (ckpnt)] sen (mb x) sen

Donde m=1,2,3,...,n=1,2,3,...y ky, = D2
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La solucién plasmada en la ec. (7) depende directamente de los valores que m y n
tomen, luego entonces cada combinacion de estas es una solucién particular a (1). Por
el principio de superposicién la combinacién lineal de las soluciones es también una

solucidn a la ecuacion diferencial luego entonces se tiene:

u(x,y,t) = Z Z um,n(xvyvt)

m=1n=1

Usando series de Fourier, la solucidn final es:

64p* i > 1 v m? 4+ n?

e Cos ct
6 Z 3,3
T m=1 n=1 m-n b

m=impar n=impar

u(x,y,r) =

3 Discretizacion del modelo analitico

3.1 Analisis previo

n (mnx) sen
b

(®)

(%) ©

Supongamos que una membrana es una sucesién de puntos con masa especifica unidos
por resortes, cada punto de la membrana se encuentra unido a sus cuatro vecinos ortog-
onales, donde la masa de la membrana se encuentra distribuida en los puntos de unién
y no en los resortes, y el borde de la membrana se encuentra sujeto a una superficie.

2~

Fig. 3. Representacion de una membrana como una sucesion de masas y resortes, cada masa esta

unida a sus vecinos norte, sur, este y oeste.
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Llamaremos d, o distancia de equilibrio, a la longitud del resorte que une a dos
masas y el cual se encuentra en estado de reposo, esa longitud serd la que separe a las
masas.

Para un sistema de membrana vibrante con condiciones iniciales de posicién de-
scrita en la ecuacion (5) y partiendo del reposo tenemos que cada punto de unién de la
membrana se encuentra sometido a cuatro fuerzas que actdan en direccién de cada uno
de los vecinos ortogonales que llamaremos m., my,, ms, m,, m,, para la particula central,
norte, sur, este y oeste (west) respectivamente. como se muestra en la figura

z
mp
[ ]
me

nmy, My
i °

s

[ ]

y
X

Fig. 4. Representacion de la vecindad von Newmann del AC, la célula central y sus cuatro vecinos
ortogonales, asi como la direccién en la que ejercen la fuerza los vecinos.

Es necesario conocer la fuerza que cada vecino ejerce sobre m,. Siguiendo el proce-
dimiento definido por [5], procedemos a calcular para un vecino.
Tomando en cuenta la figura tenemos que:

= AT =
rl+Ary, =1,
c w w (]0)

:Arw:ﬁg—rc

N I .
El vector Ar, se puede expresar como el producto de un vector unitario por el mé-
dulo del mismo, entonces:

— —
Ary = |Ary|Ary,

Sabemos que |A—n: , representa la distancia de separacion de las masas, es posible
escribir este escalar como la suma de la distancia de equilibrio o longitud del resorte in-
crementando la deformacion sufrida por el mismo resorte debido al cambio de posicién
de la masa central, por lo que tenemos:
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Fig. 5. Representacion de los vectores asociados con la célula central, un vecino y la direccién de
la fuerza ejercida por el resorte en direccion a la célula vecina.

H e —_—
|Ary, |Ary, = (de + Ad,)Ary,

Donde Ad, es el valor de la deformacion del resorte, la cual es necesario calcular
con el objeto de conocer el incremento de la fuerza desde el punto de equilibrio al punto
de andlisis, por lo que tenemos lo siguiente:

H — —_

|ﬁ¥|Arw = (de+ Ad,)Ar,,
= |Ary|Ary, :&Arw + Ad Ary,
= Ad.Ar,, = |Ary|Ar, — d.Ar,,

— — —
= Ad,Ar, = <|Arw|—de) Ar, (11

Dado que ambos elementos de la ecuacién (11) son vectores, los representamos en
sus componentes como sigue:

AdoAry, = (A, Ay, Az,y) (12)
—) — —) J— J— , —
(|Arw|_de) Ary, = (|A7w|—dg) <Xw—>xc,yw—>yc,1w—>16> (13)
|Ary|  |Ary| ARy

Igualando miembro a miembro de las ecuaciones vectoriales (12) y (13), tenemos:

H —
Ax,, = <|Arw|—de) Tw e (14)
|Ary|
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— —

Ay, = (|Arw|—de) v Je (15)
|Ary|
— Iw — %

Az, — <|Arw|—de) oy e (16)
|Ary|

De esta forma obtenemos las componentes rectangulares Ax,,, Ay, y Az, que corres-
ponden a los incrementos de desplazamiento en los ejes coordenados x, y y z para la
ST

masa m, para A—r‘z, los valores de los componentes para los vectores Ar,, Arg y Ar, se
calculan de forma andloga.

Continuando con el andlisis, por la ley de Hooke para un sistema de masa-resorte en
una dimensién tenemos que:

para un sistema masa resorte en una dimension, tenemos que:

F = —kAx (17)

En general, para la particula m,, existen tres fuerzas ejercidas por m,, en direccién
de Ar,, debido a los componentes x, y y z del vector, y asi para cada una de las particulas

my, mg 'y m, en las direcciones Ar,, Arg y Ar, respectivamente. Sustituyendo los valores
encontrados en la ecuacién (14) y los respectivos de los vecinos de m., en la ecuaciéon
(17) obtenemos:

Fx = *knAxn - ksAxs - keAxe - kwaw

Suponiendo que los resortes que unen a las masas de la membrana son iguales,

entonces —k, = —ky = —k., = —k,, == —k entonces:
Fy = —k(Ax, + Axg + Ax, + Ax,,) (18)
Andlogamente:
Fy = —k(Ayn + Ays + Aye + Ayy) (19)
F, = —k(Azy + Azs + Az + Azy,) (20)

Siendo estas las fuerzas que actian sobre m,, que define su aceleracién en el mo-
mento que m, se encuentra oscilando. Dado que se conoce la fuerza, utilizando la se-
gunda ley de Newton ? =md, y la ecuacién de velocidad para un movimiento uni-
formemente acelerado, tenemos que la velocidad final para m, estd dada en funcién de
su velocidad inicial y de la aceleracion que siente la particula en un instante de tiempo
¢, en consecuencia:

Vi=v+dt

Vi —t
m

Separando el vector de velocidad en sus componentes rectangulares y retomando
los valores de fuerza de las ecuaciones (18), (19) y (20), se encuentran las componentes
de velocidad para m,. siendo estos:
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F

Vi =Vix+ th Q1)
F

Viy =Viy+ Eyt (22)
F,

Vi = Vig + “ (23)
m

Con esto obtenemos la velocidad de m, transcurrido un tiempo ¢, esto permite re-
alizar el cdlculo de la nueva posicion de la particula para el mismo instante de tiempo,
utilizando la ecuacion de movimiento uniformemente acelerado, tenemos:

1F,

xf-i:xi+vixt+——xt2 (24)
2m
1F,

Vji = Yit vl +5 -2 (25)
1F,

2fi =zt vid + 5 =1 (26)
2m

Las ecuaciones de velocidad y posicion son las que se emplean en la deficion de la
funcion de evolucién para el AC propuesto.

4 Modelo de membrana vibrante usando un AC 2-dimensional

Basado en el anélisis desarrollado en la seccidn 3.1, se define el modelo de AC para un
sistema de membrana vibrantes fijo en los extremos de una longitud / x [ como: Una
4-tupla AC = (L, S,V,®) donde cada célula m, € L estd definida por su masa, posicién
inicial y su velocidad, cuando la membrana se encuentra en reposo, siendo:
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L: Es una reticula regular 2-dimensional.
Célula fija
o . .

S: =< By, + vector de posicién en tiempo ¢ % Vim, ; € L2
Vi, velocidad en el tiempo 7.

V= {(mnva7m67me;mw)}
R3 — R3,

S

4 —
_ Y7

. =1 ‘ 2
- a)anff =P, 4 Vi, 1+~ Sy

—) —
bwfgi=V* 4=y

lmcf "

4 -[) .
donde : Z F, esla fuerza que los vecinos de m,
c
v=1
ejercen sobre ella en el tiempo 7.

P,t,:cr fi , es la posicion final de la célula en el espacio, y

V !, es la velocidad final en el tiempo 7 + 1.

La funcién de evolucién &, estd compuesta por dos reglas fundamentales, ambas
reglas se aplican simultdneamente a todas las células que conforman el lattice.

La regla a) define la posicion de la célula en el tiempo ¢ 4 1, tomando la velocidad
en el tiempo ¢, esta posicion se actualiza, siendo la nueva posicién inicial para ¢ + 2
y asi sucesivamente. Similarmente, para b) la velocidad final para el tiempo ¢ + 1 se
actualiza, siendo la velocidad inicial para el tiempo ¢ + 2.

Un punto importante en la definicion del modelo es la constante de restitucén para
los resortes empleada en la ecuacion (17), a diferencia de otros modelos [5] en el cual
la constante de restitucion era relativamente simple de calcular, en este modelo nos
enfrentamos a un problema, el que el arreglo de masas y resortes no presentan un patrén
serial sino que presentan un arreglo de mallas, para obtener este valor procedemos de
la siguiente manera:

Andlogamente al método para reduccion de mallas eléctricas, para obtener una
constante de restitucién general iniciamos definiendo como se pueden reducir arreg-
los de tipo "Delta" a "Estrella" y viceversa, tomando como base la figura 4.

Definicion 4 (Transformacion Delta a Estrella) Definimos la tranfomacion de un ar-
reglo de resortes en patron delta hacia un patron estrella como:

kak.
= << 27a
! ka + kb + kc ( )
kpke
ky=—"— 27b
g ka +kb+kc ( )
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Fig. 6. Representacion de un arreglo de resortes en forma de Delta-Estrella.

_ kakp
kgt kp A+ ke

Donde ky ko, k3 son las nuevas constantes de restitucion que tendrdn los resortes al
realizar la transformacion y kq,kp,, k. son las constantes de restitucion que sirven como

ks 27¢)

base para el cambio.

Definicion 5 (Transformacion Estrella a Delta) Definimos la tranfomacon de un ar-
reglo de resortes en patron estrella hacia un patron delta como:

_ kiky +kik3 + koks

ky, T (28a)
kiky + k1k3 + kok
Ky = 1k2 + K1K3 + Kok3 (28b)
ki
kiky + kiks + kok
ko = 1z+]1(3+23 (28¢)
3

Donde kg, kp, k. son las nuevas constantes de restitucion que tendrdn los resortes al
realizar la transformacion y ki, ks, k3 son las constantes de restitucion que sirven como
base para el cambio.

Es necesario saber como tratar los resortes que se encuentren conectados en serie o
en paralelo, para esto definimos lo siguiente:

Definicion 6 (Resortes conectados en serie) Dado un grupo de resortes unidos en un
patron serie, definimos la constante de restitucion total del arreglo como:

1 1 1 1
—_— =4 — 4+ ...+ — 29
Kk kT 29)
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Donde k; es la constante de restitucion total del arreglo y k..., k, son las cons-
tantes de restitucion de cada uno de los resortes que forman el arreglo.

Definicion 7 (Resortes conectados en paralelo) Dado un grupo de resortes unidos
en un patron paralelo, definimos la constante de restitucion total del arreglo como la
suma de las constantes de restitucion de todos los resortes que formen el arreglo.

4.1 Calculo de la constante k

Se procede de la siguiente forma para calcular el valor de la constante de restitucién k
de los resortes que unirdn a las masa correspondientes.

El proceso inicia suponiendo que la membrana tiene una constante de elasticidad
con un valor igual a k. Si se inicia con una membrana representada por el AC prop-
uesto conformada por 2 x 2 nodos, luego entonces siguiendo la reduccién para resortes
conectados en serie y en paralelo obtenemos que:

k = kl
Siguiendo el proceso para un AC de 3 x 3 nodos, encontramos que:

3k
2

Si se continua podemos ver que la relacion se presenta de la forma:

k

n
kzik[

donde & es la constante de los resortes, k; la constante de elasticidad de la membrana
y n el nimero de nodos para un AC de n X n nodos.

5 Simulacion

Para realizar la simulacioén con el AC propuesto, tomamos como base una membrana
con las siguientes caracteristicas:

Longitud: 10 x 10 cm. estirada 20% de su longitud.
Densidad: 0.1

Tensién: 20 N/m

Nodos: 50 x 50 nodos para el AC.

Las condiciones iniciales para el AC, son las mismas que las descritas para la EDP
de la que se derivé el modelo.

Se presenta el desplazamiento obtenido por la EDP de la membrana que oscil6 por
15y de la cual se tomaron 1 x 10* muestras, también se presenta el desplazamiento que
se obtuvo del AC propuesto para la misma célula durante el mismo tiempo y con el
mismo nimero de muestras.
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Fig.7. Gréfica de superposicién de la simulacién realizada por el AC y la EDP, se presenta el

desplazamiento de la célula (75, 7) en z para ambos casos.

Las figuras 7 y 8, muestran la superposicion de las gréficas obtenidas de las oscila-
ciones arrojadas por el AC (en linea continua) y por la EDP (en linea punteada) asi
como un acercamiento a la misma superposicion.

De forma cualitativa, existe una correspondencia de fase entre los dos modelos para
la misma célula.

Obteniendo los espectros de frecuencia para ambas sefiales y graficandolos, se ob-
servar que existe una congruencia entre los espectros de frecuencia arrojados por el AC
y la EDP (ver figura 9). En la gréfica 10 puede verse que la frecuencia fundamental para
ambos modelos se encuentra alrededor de los 85Hz.

5.1 Error

Para calcular el error cuadratico medio entre las medidas generadas por el AC y los
valores de referencia que nos proporciona la EDP, empleamos la formula:

1 n
MSE = - Y (Vaci—Vr;)?
niz
donde Vac; es el i-ésimo valor estimado por el AC y Vr; es el valor de referencia
tomado de la EDP.
Realizando el cilculo obtenemos que MSE = 4.4189 x 1011,

6 Conclusiones

Se puede concluir que escalar un modelo de AC de cuerda vibrantes a dos dimensiones,
para modelar membranas y es factible extender el modelo a tres dimensiones. La di-
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Fig.8. Acercamiento de la grafica de superposicién de la simulacion realizada por el AC y la

EDP, se presenta el desplazamiento de la célula (5, %) en z para ambos casos.

,,L,,,fx"\\—p,,,, | J\L\ | I J
5(

Frecuencia (Hz)

Fig. 9. Griéfica de superposicion del espectro de frecuencias de la simulacién realizada por el AC
y la EDP.
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AC
- - —EopP

85
Frecuencia (Hz)

Fig. 10. Acercamiento de la grafica de superposicion del espectro de frecuencias de la simulacién
realizada por el AC y la EDP.

ficultad radica en obtener la relacion existente entre la elasticidad del material que se
modela y la constante de restitucion de los resortes internos del AC.

El modelo AC para la membrana, queda liberado de las condiciones iniciales, pues
no es necesario redefinirlo debido a algin cambio en estas por lo que es posible definir
las condiciones iniciales y simular el comportamiento del sistema de forma inmediata,
a diferancia de la EDP que es sensible a dichas condiciones para su solucion.

La expansion del modelo de una a dos dimensiones, trae consigo el incremento de
la complejidad computacional del modelo, de lineal en el caso de una dimensién, a
una complejidad O(n?) debido a que el espacio del AC ahora es una matriz de n x n.
En este sentido se justificaria la paralelizacién del modelo, si definimos m como el
numero de hilos de ejecucién que ayuden a la evolucién del AC por unidad de tiempo,
entonces la complejidad del AC quedaria como O(”—;) y si hacemos a m lo suficiente-
mente grande tal que m — n, entonces la complejidad se reduce a O(n) lo que justifica
la paralelizacién del modelo.
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